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Derniers remarques sur les anneaux - TD 5

1. Si R est un anneau (commutatif) avec carR = p où p est un nombre premier, alors

(a + b)p = ap + bp et (a− b)p = ap − bp

pour tous a, b ∈ R.

2. Si R est un anneau intègre avec carR = p où p est un nombre premier, alors l’application
(de Frobenius) F : R→ R, a 7→ ap est un monomorphisme.

3. Soit I := {f(x) ∈ Q[x] | f(1) = f(−1) = 0}.
(a) Montrer que I est un idéal de Q[x].

(b) Est-ce que I est principal ?

(c) Trouver p(x) ∈ Q[x] tel que I = (p(x)).

(d) Est-ce que I est un idéal premier ?

(e) Est-ce que Q[x]/I est un corps ?

4. Soit f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 ∈ Z[x] avec an 6= 0. S’il existe un nombre
premier p tel que

(i) p divise a0, a1, . . . , an−1,

(ii) p ne divise pas an, et

(iii) p2 ne divise pas a0,

alors f(x) est irréductible dans Q[x] (“critère de Eisenstein”).
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