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Anneaux factoriels, corps des fractions et extensions de corps - TD 7

. Montrer que 5 n’est pas irréductible dans Z[i].
. Montrer que I’anneau Z[iv/3] n’est pas factoriel.

. Soit R un anneau principal et p € R, p # 0. L’élément p est irréductible si et seulement si

'idéal (p) est maximal.

. Soit R un anneau intégre et p € R, p # 0 et p non-inversible. L’élément p s’appelle premier

si : plab = pla ou p|b. Montrer que :
(i) tout élément premier est irréductible ;

(ii) si R est principal, alors tout élément irréductible est premier.

. Un anneau integre R est factoriel si et seulement si

(i) la condition sur l'existence d’une décomposition de la définition est vraie ;

(ii) tout élément irréductible est premier.

. Soit R un anneau principal et p € R, p # 0. Montrer que es propositions suivantes sont

équivalents :

(1) p est premier ;

(2) p est irréductible ;
(3) R/(p) est un corps ;
(4) R/(p) est integre.

. Soit R un anneau principal, S un anneau integre et f : R — S un épimorphisme. Montrer

que soit f est un isomorphisme soit S est un corps.

. Montrer que R[x] est principal si et seulement si R est un corps.

. Donner un exemple d'un p € R tel que p est irréductible et (p) n’est pas maximal.

Trouver m € N tel que Z[i]/(1 + 3i) = Z/mZ.
Montrer que Frac(Z[i]) = {a + bi|a,b € Q} = Q[i] = Q(3).
Soit E/F. Nous avons [E: F|=1& E=F.

Soient F; C Fy C --- C F,, des corps, avec n > 3. Montrer que
n—1
[Fn : Fl] = H[Fi+1 . Fz]
i=1
Soient F' C E' C K des corps tels que [K : F] = p, ou p est un nombre premier. Dans ce cas,
soit K = FE soit ¥ = F'. De plus, K est une extension simple de F'.



