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Notation

@ V = un C-espace vectoriel de dimension finie.

@ W = un groupe de réflexions complexe dans GL( V).
@ A = I'’ensemble d'hyperplans de réflexion de W.

@ Wy = le fixateur de H € A dans W.

o ey = |Wyl.

@ «ay = un élément de V* tel que Ker (ay) = H.

@ vy = un élément de V tel que V = H ® Cvy, et Cvy stable par Wy.
o Ve =V\UycaH.

@ By = mi(V™8/W,x) pour xg € V™8,

@ (. = exp(2mi/e), pour e € Zo.

@ ec =eypourtout HeC, Ce A/W.

o U={(C,j)|ICe A/W,0<j<ec}
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Algebres de Hecke

Soit {q,}ucy un ensemble d'indéterminées, et k := C[{qF'},cu].
L'algebre de Hecke H de W sur k est le quotient de k[Bw/] par les relations

I (Th—daun) =0

0<j<en

ou Ty est un générateur de monodromie autour de H, pour tout H € A.

Hypotheses

L'algebre H est libre sur k, de rang |W/|. Il existe une forme symétrisante
7 : H — k qui devient la forme symétrisante canonique sur C[W] quand
qH,j — 1.

On a
Irr(Frac(k)H) <— Irr(W) et 7= Z iX;_:.

S
Eclrr(W) E

ou sg € k est I'élément de Schur “générique” associé a E € Irr(W).

Maria Chlouveraki (UVSQ) Fonctions d'ordre November 25, 2012 3/14



Si © : k — k est un homomorphisme de C-algébres, on pose Heg := H Rk k.

Soit m := (my)yeu une famille d’entiers tels que ©(q,) = ¢™.

@ Si g est une indéterminée, on appelle © une spécialisation cyclotomique, et
on pose Hqm = He. On a

Irr(C(q)Hg,m) «— Irr(W).

Pour E € Irr(W), on pose
ag = —valg(O(sg)) and Ag = —deg,(O(sg))- J

@ Si g € C* et g n'est pas une racine de |'unité, alors CHg est semisimple, et
ona

Irr(CHe) +— Irr(W).
@ Si g€ C* et g° =1 pour un certain e > 1, alors CHg n’est pas semisimple

en général.
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Algebres de Cherednik

Soit {h,},cu un ensemble d'indéterminées, et R := C[{h,},cu].

L'algebre de Cherednik rationnelle H de W sur R (“en t # 0") est le quotient de

R®c T(V @& V*) x W par les relations

[£,mM =0 pour&,neV, [x,y]=0 pourx,yc V”

[ex] = (6, + 3 Lol

HeA <VH,04H>

eH—l

YH = Z Z det(W)ij(hHJ - hH7J'_1) w.

weWpy\{1} \ j=0

L'algebre H a une décomposition triangulaire :
R[V] ®r R[W] ®r R[V*].

Encore une fois, pour ¥ : R — C, on pose Hy = H®g C.
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eu:=— Y HZ_ ( D (det w)—fw> W(hy ) € Z(C[W)).

He A j=0 we Wy

Soit E € Irr(W). On dénote par cg le scalaire avec laquelle eu agit sur E, c.a.d.

ce = wy,(eu) = xe(eu)/xe(1).

Soit Oy la catégorie de Hy-modules de type fini qui sont localement nilpotents
pour I'action de V C C[V*]. Elle est une catégorie de plus haut poids. Ses objets
standards sont

Ay(E) :=Hy ®cpv-uw E

ol E € IrrW, et ils sont ordonnés par

Ay(E) < Ay(F) si et seulement si cr — cg € Z~o. J

On écrira E <y F si cr — cg € Z~q. De plus, le modules non-isomorphes
Ly(E) := Ay(E)/rad (Ay(E))

sont les modules simples de Oy.
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Ensembles basiques

Il'y a un foncteur exact
KZy : Oy = Heo — mod

ot ©(qy) = exp(2miV(h,)) pour tout u € U.

Sq(E) = KZy(Aw(E)) and  Dy(E) := KZy(Ly(E)). |

Si Dy(E) # 0, alors Dy(E) est simple. Soit B := {E € Irr(W) | D4(E) # 0}.

Proposition

(a) L'ensemble {Dg(E) : E € B} est un ensemble complet de He-modules
simples non-isomorphes.

(b) Si E € B, alors [Sq(E) : Dg(E)] = 1.
(c) Si[Sq(F): Dg(E)] # 0 pour F € Irr(W) et E € B, alors F = E ou E <y F.
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Pour la preuve, on utilise que, comme KZy est exact, on a
[Sq(F) : Dg(E)] = [Aw(F) : Lw(E)] si Dq(E) #0.
On dit que B est un ensemble basique par rapport a la fonction c.

Si f:Irr(W) — C et B’ C Irr(W) comme ci-dessus, on dit que B est un
ensemble basique par rapport a la fonction f.

Dans le cas ot W(h,) € Q pour tout v € U, un ensemble basique par rapport a la
fonction a est un ensemble basique canonique dans le sens de Geck-Rouquier.
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Comparaison des ordres

On rappelle la spécialisation cyclotomique

©: Cl{a;'}] = Clg™'], qu — q™.

Proposition (CGG)

Pour W(h,) = m,, on a

eH—l

3E+AE:CE+Z ZmH,j~

HeA j=0

Malheureusement les ordres imposés par les fonctions a et ¢ ne sont pas
compatibles en général.

Question : Est-ce qu'il y a un ordre pour la catégorie Oy compatible avec la
fonction a?
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Cas ou W est un groupe de Coxeter fini

Soit W un groupe de Coxeter fini, et L : W — Z une fonction de poids, i.e.,
Liww') = L(w) + L(w') si I(ww') =I(w)+ I(w).

Si les conjectures (P1)—(P15) de Lusztig sont supposées vraies, I'algébre de Hecke
cyclotomique de W définie par

qH,0 gtien) et qH,1 — q_L(SH), pour tout H € A

obtient la structure d'une algebre cellulaire [Geck].

Théoreme (CGG)

Soit W un groupe de Coxeter fini et W : R — C tel que W(hy o) = AL(sy) et
V(hy 1) = —AL(sy) pour une fonction de poids L : W — Z et A € Rq. Soit

E € Irr(W). On a KZy(Ly(E)) # O si et seulement si E appartient a |'ensemble
basique canonique correspondant.
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Cas ou W est un groupe de Coxeter fini

Soit W un groupe de Coxeter fini, et L : W — Z une fonction de poids, i.e.,
Liww') = L(w) + L(w') si I(ww') =I(w)+ I(w).

Si les conjectures (P1)—(P15) de Lusztig sont supposées vraies, I'algébre de Hecke
cyclotomique de W définie par

qHo — g% et gua1 g ), pour tout H € A

obtient la structure d'une algebre cellulaire [Geck].

Théoreme (CGG)

Soit W un groupe de Coxeter fini et W : R — C tel que W(hy o) = AL(sy) et
V(hy 1) = —AL(sy) pour une fonction de poids L : W — Z et A € C. Soit

E € Irr(W). On a KZy(Ly(E)) # O si et seulement si E appartient a |'ensemble
basique canonique “correspondant”. De plus, KZy(Ay(E)) et isomorphe au
module de cellules Wg(E).
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Cas ou W est un groupe de type G(/, 1, n)

Soient e € Zq et (sp,51,...,5_1) € Z'. On considere He définie par
@ générateurs : Ty, T1,..., Th—1
_ To , T T, Tho1
@ relations : ° ® ° ... —e

(To— )N To—¢2) - (To—¢ 1) =0
(Ti=¢)(T;+1)=0, pourtouti=1,...,n—1.

On pose m;j := {s; — je et m := (mj)ogj<¢. On considere I'algebre de Hecke
cyclotomique Hq , avec relations :

(To—q™)(To = Ceg™)++(To— ¢ gm1) =0

©: g Cer-
(Ti—¢")(T:+1)=0, pourtouti=1,...,n—1
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NS = {¢-partitions de n} <« Trr(G(4,1,n)) < TIrr(Hqm)

A=\O ey EX

Théoreme (Geck-Jacon)

Ensemble basique canonique <+ {¢-partitions de Uglov}.

N :={yv=(abc)|0<c<l—1,a>11<b< A\

cont(vy) := b(y) —a(y) et I(v):= cont(y) + sc.

Théoreme (Dunkl-Griffeth)

Soient A, N € ME. Si [Ay(E?) : Ly(EM)] # 0, alors il existe un ordre sur les
noeuds Y1,72, - --,¥n €t V1, Vas - - -5V, de A et A’ respectivement, et des entiers
M1, 2, -« -5 fin € Z>q tels que, pour tout 1 </ < n,

i = o) — clof) mod et i = (o) — o) + S(I) — 9(31).

v
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Théoreme (CGG)

Soient A, N € M4, Si [Ay(E?) : Ly(EN)] # 0, alors soit A = X soit agx < agx.

Preuve : Soient v et 7/ des noeuds de ¢-partitions. On écrit v <7’ si on a
) <9(y)  ou I(y) =9(Y) et c(y) > c(v).

En utilisant le résultat de Dunkl et Griffeth, on peut ordonner les noeuds
Y1y Y2y« s Yn €E Y1, Yy - -+, Vh de A et X respectivement tels que, pour tout
1<i<n,

Vi< oou i =7

Dans ce cas, on peut prouver que soit A = X soit agx < agx.

Corollaire

Soit W un groupe de type G({,1,n), e € Z~q, (So,...,50-1) EZ* et W: R — C
tel que \U(hod) =32 _1= I:—é pour j=0,1,...,£—1et \U(h,',()) = %, w(hi,l) =0

e 0
pour i=1,...,n—1. On a KZy(Ly(E?)) # O si et seulement si \ est une
{-partition de Uglov par rapport a (e; so,- .., S¢—1)-
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