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JewrÐa anaparast�sewn

΄Εστω F ένα σώμα και G μια ομάδα. ΄Ενας F -διανυσματικός χώρος V μαζί με
έναν ομομορφισμό ομάδων ρ : G → GL(V ) είναι μια αναπάρασταση της
ομάδας G .

Ο χώρος V λέγεται και G -πρότυπο, γιατι η απεικόνιση ρ ορίζει
μια δράση της ομάδας G επί του V ως εξής:

G × V → V
(g , v) 7→ ρ(g)(v).

Η συνάρτηση χρ : G → F , g 7→ ΄Ιχνος(ρ(g)) λέγεται χαρακτήρας της
αναπαράστασης ρ.

Μια αναπαράσταση V λέγεται ανάγωγη (η απλό G -πρότυπο) αν V 6= {0}
και ο χώρος V δεν έχει μη τετριμμένους γνήσιους υπόχωρους που είναι επίσης
αναπαραστάσεις της ομάδας G . Συμβολίζουμε με Irr(G ) το σύνολο των
ανάγωγων αναπαραστάσεων της ομάδας G .

Αντίστοιχα, ονομάζουμε αναπάρασταση μιας F -άλγεβρας A κάθε A-πρότυπο.
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Om�dec Anakl�sewn

΄Εστω V ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης m.

Μια ανάκλαση είναι μια απεικόνιση s ∈ GL(V ) που ικανοποιεί τις παρακάτω
συνθήκες:

1 s2 = idV ,

2 dimR (Ker(s − idV )) = m − 1.

Μια πεπερασμένη υποομάδα του GL(V ) που παράγεται από ανακλάσεις
ονομάζεται ομάδα ανακλάσεων.

Παραδείγματα: οι ομάδες μεταθέσεων, οι διεδρικές ομάδες.

Μια ομάδα ανακλάσεων ονομάζεται ομάδα Weyl αν τα ίχνη όλων των
στοιχείων της είναι ρητοί αριθμοί.

Παραδείγματα: οι ομάδες μεταθέσεων, οι διεδρικές ομάδες τάξης 6, 8 και 12.
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Om�dec Coxeter

Μια ομάδα W είναι ομάδα Coxeter αν έχει μια παράσταση από γεννήτορες
και σχέσεις της μορφής:

W = 〈 S | (st)mst = 1 ∀s, t ∈ S 〉 ,

όπου mss = 1 και mst ≥ 2 για s 6= t.

Je¸rhma

1 Μια ομάδα είναι ομάδα ανακλάσεων αν και μόνο αν είναι πεπερασμένη

ομάδα Coxeter.

2 Μια πεπερασμένη ομάδα Coxeter είναι ομάδα Weyl αν και μόνο αν
mst ∈ {2, 3, 4, 6} για κάθε s 6= t ∈ S .

΄Εστω w ∈W . Ονομάζουμε μήκος του w και συμβολίζουμε με `(w) τον
ακέραιο

`(w) := min {r ∈ N | w = s1s2 . . . sr , si ∈ S} .
Η έκφραση w = s1s2 . . . sr του w ως γινόμενο στοιχείων του S λέγεται
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'Algebrec Iwahori-Hecke

΄Εστω ότι

W = 〈 S | ststst . . .︸ ︷︷ ︸
mst

= tststs . . .︸ ︷︷ ︸
mst

, s2 = 1 ∀s, t ∈ S 〉.

είναι μια ομάδα Weyl.

Παραδείγματα:

1 G2 =
〈

s, t | ststst = tststs, s2 = t2 = 1
〉

2 Sn =

〈
s1, s2, . . . , sn−1

∣∣∣∣∣∣
si si+1si = si+1si si+1,
si sj = sjsi αν |i − j | > 1,
s2
i = 1

〉
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΄Εστω u = (us)s∈S μια οικογένεια ακεραίων με την ιδιότητα:

Αν s, t ∈ S ανήκουν στην ίδια κλάση συζυγίας της ομάδας W , τότε us = ut .

΄Εστω v = (vs)s∈S μια δεύτερη οικογένεια ακεραίων με την παραπάνω ιδιότητα

και q μια μεταβλητή.

Η Iwahori-Hecke άλγεβρα Hu,v του W είναι η

Z[q, q−1]-άλγεβρα με την εξής παράσταση:

Hu,v = 〈(Ts)s∈S | TsTtTs . . .︸ ︷︷ ︸
mst

= TtTsTt . . .︸ ︷︷ ︸
mst

, (Ts−q2us )(Ts +q2vs ) = 0 ∀s, t ∈ S〉.

Παραδείγματα:

1 H(G2) =

〈
Ts ,Tt

∣∣∣∣ TsTtTsTtTsTt = TtTsTtTsTtTs ,
(Ts − q2us )(Ts + q2vs ) = (Tt − q2ut )(Tt + q2vt ) = 0

〉

2 H(Sn) =

〈
T1,T2, . . . ,Tn−1

∣∣∣∣∣∣
TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1,
TiTj = TjTi αν |i − j | > 1,
(Ti − q2u)(Ti + q2v ) = 0

〉
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Θέτουμε H := Hu,v, A := Z[q, q−1] και K := Q(q).

Η άλγεβρα

KH := K ⊗A H

είναι διαχωρίσιμη ημιαπλή. Από το Θεώρημα Παραμόρφωσης του Tits
αποκτούμε μια αντιστοιχία

Irr(KH)←→ Irr(W ).

Οπότε, αν Λ είναι ένα σύνολο που παραμετροποιεί το Irr(W ),

Irr(W ) = {Eλ | λ ∈ Λ},

τότε

Irr(KH) = {V λ | λ ∈ Λ}.
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H sun�rthsh a

΄Εστω w ∈W . Αν w = s1s2 . . . sr (si ∈ S) είναι μια μειωμένη έκφραση για το
w , τότε θέτουμε

Tw := Ts1Ts2 . . .Tsr .

Τα στοιχεία (Tw )w∈W αποτελούν βάση της άλγεβρας H ως A-πρότυπο.

Η γραμμική απεικόνιση t : H → A με t(Tw ) =

{
1, αν w = 1
0, αν w 6= 1

ικανοποιεί

t =
∑

V λ∈Irr(KH)

1

sλ
χV λ

όπου sλ ∈ A είναι το στοιχείο Schur του ανάγωγου χαρακτήρα χV λ .

Ορίζουμε a : Λ→ N, λ 7→ aλ := min {α ∈ N | qαsλ ∈ Z[q] } .

Παράδειγμα: Αν sλ = q−2 + q−1 + q3
, τότε aλ = 2.
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H sun�rthsh a

΄Εστω w ∈W . Αν w = s1s2 . . . sr (si ∈ S) είναι μια μειωμένη έκφραση για το
w , τότε θέτουμε

Tw := Ts1Ts2 . . .Tsr .

Τα στοιχεία (Tw )w∈W αποτελούν βάση της άλγεβρας H ως A-πρότυπο.

Η γραμμική απεικόνιση t : H → A με t(Tw ) =

{
1, αν w = 1
0, αν w 6= 1

ικανοποιεί

t =
∑

V λ∈Irr(KH)

1

sλ
χV λ

όπου sλ ∈ A είναι το στοιχείο Schur του ανάγωγου χαρακτήρα χV λ .
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O pÐnakac di�spashc

΄Εστω θ : A→ L, q 7→ ξ ένας ομομορφισμός δακτυλίων, όπου L είναι το σώμα
πηλίκων της εικόνας θ(A).

Αν LH := L⊗A H, τότε Irr(LH) = ?

΄Εστω R0(KH) (αντ. R0(LH)) η ομάδα Grothendieck των πεπερασμένα
παραγόμενων KH-προτύπων (αντ. LH-προτύπων), η οποία παράγεται από
τις κλάσεις ισομορφίας [U] των απλών KH-προτύπων (αντ. LH-προτύπων) U.

΄Εχουμε μια απεικόνιση διάσπασης dθ : R0(KH)→ R0(LH) τέτοια ώστε, για
κάθε λ ∈ Λ, έχουμε

dθ([V λ]) =
∑

N∈Irr(LH)

[V λ : N][N].

Ο πίνακας

Dθ =
(
[V λ : N]

)
λ∈Λ,N∈Irr(LH)

λέγεται πίνακας διάσπασης ως προς θ.
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Basik� sÔnola

Λέμε ότι η άλγεβρα H διαθέτει ένα κανονικό βασικό σύνολο B ⊂ Λ ως προς
την απεικόνιση θ : A→ L αν και μόνο αν οι δύο παρακάτω συνθήκες ισχύουν:

1 Για κάθε N ∈ Irr(LH), υπάρχει λN ∈ B τέτοιο ώστε
I [V λN : N] = 1, και

I αν [V µ : N] 6= 0, τότε είτε µ = λ είτε aµ > aλN
.

2 Η απεικόνιση

Irr(LH) → B
N 7→ λN

είναι 1− 1 και επί.
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Αν το σώμα L είναι χαρακτηριστικής 0, τότε η ύπαρξη κανονικών βασικών
συνόλων έχει αποδειχθεί για όλες τις ομάδες Weyl

από τους Geck & Rouquier, όταν us = c ∈ N και vs = 0 για κάθε s ∈ S ,

από τους Geck & Jacon, όταν us ∈ N και vs = 0 για κάθε s ∈ S .

Je¸rhma (Qlouber�kh-Jacon)

΄Εστω L ένα σώμα χαρακτηριστικής 0. Η άλγεβρα H διαθέτει ένα κανονικό
βασικό σύνολο ως προς κάθε θ : A→ L.

Ιδέα της απόδειξης: ΄Εστω s ∈ S . Αν us ≥ vs , τότε

(us − vs , 0)→ (us , vs), B 7→ B.

Αν us < vs , τότε

(vs − us , 0)→ (0, vs − us)→ (us , vs), B 7→ Bε = {ε(λ) |λ ∈ B}

όπου ε : Λ→ Λ είναι μια αντιστοιχία που προέρχεται από τη δράση της
κυκλικής ομάδας Z/2Z πάνω στο σύνολο Irr(KH).
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όπου ε : Λ→ Λ είναι μια αντιστοιχία που προέρχεται από τη δράση της
κυκλικής ομάδας Z/2Z πάνω στο σύνολο Irr(KH).
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'Ena par�deigma: h om�da metajèsewn Sn

΄Εστω ότι W είναι η ομάδα μεταθέσεων Sn και S είναι το σύνολο των
αντιμεταθέσεων si := (i , i + 1) για i = 1, . . . , n − 1.

΄Ολα τα στοιχεία του S
ανήκουν στην ίδια κλάση συζυγίας της Sn. Οι γεννήτορες της Iwahori-Hecke
άλγεβρας H(Sn) ικανοποιούν

(Ts − q2u)(Ts + q2v ) = 0, ∀s ∈ S

για κάποιους ακεραίους u, v .

Το σύνολο Λ που παραμετροποιεί τις ανάγωγες αναπαραστάσεις της Sn είναι

το σύνολο

P(n) :=

{
(λ1, λ2, . . . , λr )

∣∣∣∣∣ λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr ≥ 1 και
r∑

i=1

λi = n

}

των διαμερίσεων του n. Η αντιστοιχία ε : Λ→ Λ που προέρχεται από τη δράση
της κυκλικής ομάδας Z/2Z στέλνει κάθε διαμέριση του n στη συζυγή της.
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Prìtash (Dipper-James,Q.-Jacon)

΄Εστω θ : Z[q, q−1]→ L ένας ομομορφισμός δακτυλίων τέτοιος ώστε το
στοιχείο θ(q)2u−2v

είναι μια πρωταρχική ρίζα της μονάδας τάξης e > 1.

1 Αν u > v , τότε η άλγεβρα H διαθέτει ένα κανονικό βασικό σύνολο B ⊂ Λ
ως προς θ και έχουμε

B = Rege(n)

όπου το σύνολο Rege(n) των e-κανονικών διαμερίσεων ορίζεται ως

λ = (λ1, . . . , λr ) /∈ Rege(n) ⇐⇒ ∃i ∈ N, λi = · · · = λi+e−1 6= 0.

2 Αν u < v , τότε η άλγεβρα H διαθέτει ένα κανονικό βασικό σύνολο B ⊂ Λ
ως προς θ και έχουμε

B = Rese(n)

όπου το σύνολο Rese(n) των e-περιορισμένων διαμερίσεων ορίζεται ως

λ = (λ1, . . . , λr ) ∈ Rese(n) ⇐⇒ ∀i ∈ N, λi − λi+1 < e.
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Efarmog  gia n = 4

΄Εστω W = S4, L = Q(i) και θ(q) = i .

Αν u = 1 και v = 0, τότε e = 2 και έχουμε τον εξής πίνακα διάσπασης:

λ aλ Dθ
(4) 0 1 0

(3, 1) 2 1 1
(2, 2) 4 0 1

(2, 1, 1) 6 1 1
(1, 1, 1, 1) 12 1 0

Αν u = −1 και v = 0, τότε e = 2 και έχουμε τον εξής πίνακα διάσπασης:

λ aλ Dθ
(1, 1, 1, 1) 0 1 0
(2, 1, 1) 2 1 1
(2, 2) 4 0 1
(3, 1) 6 1 1
(4) 12 1 0
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