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DIFFERENT TYPES OF KNOTS

overhand knot halyard knot
figure of reef knot
eight knot
sheet knot bowlline
double sheel
bend half-hitch
clove two half-hitches sheep shank studding sail tworound  timber
hitch turnsand a  hitch

half-hitch
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Problame ¢ enfanes




Problame ¢ odultes




Probleame d' odultes
mathémoticiens
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Un noeud (resp. un entrelocs) est un plongement du circle gt

(resp. n coples de S') dans U espoce euclidien R*.

Toot heoevd ou entreloc peut etre représen+e' por un diagremme :

&y &



Deux noeuvds (ov entrelacs) sont équivabenJcS s' il existe une isotopie

OO ~ O

entie euX.



Deux noeuvds (ov entrelacs) sont équivoﬁen{—s s' il existe une isotopie

OO~ O

entie euX.
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Q.. Quond est-ce que 2 diogrammes rePre'sen’cen-l- le mame hoeud ?
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e Vandermonde (1735 -1396) -
Tmpor-ecmce des noeuds

e« Gouss (1737 -1855) -
Liste de 13 nhoeuds

Enlacement

o lord Kelvin (1894 -1807) :
"The otoms are Kknots in the oether”

» Tait (1839-190L) :
Tobleou des noeuds ovec au plos 10 croisementS - 20 ons de trovail !

e Avjourd” hui , plus que 6.000.000.000 noeuds et entrelacs sont

connus.



Applications de lo théerie des noeuds
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Applications de lo théerie des noeuds

9) Chimie
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Applications de lo théerie des noeuds

3) Poigméres

Topological Analysis of Linear Polymer Melts

Christos Tzoumanekas* and Doros N. Theodorout
Department of Materials Science and Engineering, School of Chemical Engineering,
National Technical University of Athens, Zografou Campus, 15780 Athens, Greece and
Dutch Polymer Institute (DPI), The Netherlands
(Dated: 21st September 2005)

We introduce an algorithm for the reduction of computer generated atomistic polymer samples to
networks of primitive paths. By examining network ensembles of Polyethylene and cis-1,4 Polybu-
tadiene melts, we quantify the underlying topologies through the radial distribution function of
entanglements and the distribution of the number of monomers between entanglements. A suitable
scaling of acquired data leads to a unifying microscopic topological description of both melts.




Applications de lo théerie des noeuds

1) Méccmique stotistique (e.g., Modéle de Potts)

5) Circuits électriques

6) Ordinateurs quantiques



Theoréme (Reidemeis+er 1335) : Deux noeuds Ki,Ke sont équivalents

si et seulement st le diaggamme de Ke pevt &tre obtenu du

% X

diogromme de Ki viaw un nombre dini de movvements suivants :

IFHJ ]I.:QH X
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51 Ki,Ke sont éguivalents , nous écrivons Kin Ke.



d = ensemble des noevds ou entrelocs

S = un ensemble

Un invariont de noewds est une fonction I: L —S zelle goe
Wi ~khe — T (W) =T (Ke)

poor Ki, Ke € L



d = ensemble des noevds ou entrelocs

S = un ensemble

Un invariont de noewds est une fonction I: L —S zelle goe
Wi ~khe — T (W) =T (Ke)

poor Ku,Kzei , 1.e.,

TOK) 2 T(Ke) = Wi Ke



Tricolorabili+€ (s=1V , F 3 )

Un noeud est tricolorable si tout Segment de son diagramme
peut Etre coloré par une covleur parmi 3 , sous les conditions

spuivohtes
e ou moins 2 covleurs doivent etre utilisées,

« O chaqoe Croisement , les 3 segments qui e rencontrent oNt
soit le méme couleur soit les 3 couleurs diPPérentes.

L= I E)

tricoloroble (V) non - tricolorable (F)



Jo. tricolorabilit€’ est un invariant de noeuds , porce qu’ elle est

resPec-kée por les moovements de Reidemeister.

\

P_)

¢ \/_) //
\ //\>\



Jo. tricolorabilit€’ est un invariant de noeuds , porce qu’ elle est

reSPec-kée por les moovements de Reidemeister.
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Invariants polynomioux ( 5= arLxi, X, ..., w1

» Polyndme de Alexonder (1927)
e Polynome de Alev(ander-Conwaﬂ (1969)

& » O

« Polynome de Jones (1984)

& * &

e Polyndme de HOMFLY-PT
( Hoste- Ccneanu - Millet - Freyd - Lickorish - Vetter , 1985 /
Przytycki - Traczyk , 198%)



Groope de tresses

Bn ‘:’< 61,...,6n- |6’66'§-n6'i = Tirn6i6%i+4 i=1,....n-2 >

sic] = 6;6i si li-j|>1



Groope de tresses

Bn ‘:’< 61,...,6n- |6’66'§-n6'i = Tirn6i6%i+4 i=1,....n-2 >

sic] = 6;6i si li-j|>1
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Groope de tresses

Bn = 61,..,601 |Gicin6i = Gin6i6in
§ic] = 6;6i

L 2 n
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Groope de tresses

B, ‘:’< 61,...,6n- |

L 2 n
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Groope de tresses

Bn ‘:’< 61,...,6n- IO";G‘MS& = OinGiL6i+4 i=1,....n-2 > Bn /< 6?’) = S"

sic] = 6;6i si li-j|>1

Moliplicoton - concoténoton de Cliogmrnmes
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/. 7/ .
Tout element de Bn produit un noeud ov un entrebacs:

= /o\( = cloture de &
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Tout element de Bn produit un noeud ov un entrebacs:
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Théoreme d’ Alexonder (1993)

Tovt noevd ou entrelocs peut eure obteny comme lo cldture d° une

tresse o e U Bn
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comme lo. cldture tronsitive des relotions -
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(i) o ~ o\o':'l') o0 € Bn (stabilisation)



Théoreme d’ Alexonder (1993)

Tovt noevd ou entrelocs peut eure obteny comme lo cldture d° une

tresse o e U Bn

no\

Dé®inissons une relotion &’ équivo(lence sur L) Bn

no”l
comme lo. cldture tronsitive des relatons -
(N a8 ~ 8a , Ad,8 ¢ Bn (Con\jugo,i.sQn\

Ci) o ~ o\cr:‘l') o0 € Bn (Sto.biQiSo.tion)

Théoreme de Markov (1935)

Fal . .
Nous ovohs o ~8 si et seulement si o*~8.

—
.




Théoreme d’ Alexonder (1993)

Tovt noevd ou entrelocs peut eure obteny comme lo cldture d° une

tresse o e U Bn

no\

Dé®inissons une relotion &’ équivo(lence sur L) Bn

no”l
comme \ow cdture tronsitive des relatons -
(VY a8 ~ 8 , A8 ¢ Bn (Con\juso{l.son\

(i) o ~ o\o';“', o € B ( stabilisation)

Théoreme de Markov (1935)

Fal . .
Nous ovohs o ~8 si et seulement si o*~8.

Corollaire © Une fonction T : WBRa—S est Ln invariont de noevds Ssi

nys

(i) L(a8) =T (8a) |, an,8¢ Bn
() L) =T(a6n?) , ke Bn



Algebre de Iwahori-Hecke de type A

Qi 9ingi '-'33413.'3144
Rai@d = gu..ugna] 9185 = 3535 si li4jiva qeC”

J 3? =g+ (q-1) gi




Algebre de Iwahori-Hecke de type A

Ratgd=\ gi..igna] 9195 = 3535 s
L

}gi = g+ (q-1)qi

¢« % () est un Guoden+ de CLBaJ

9igqingi = 33413.'3144

li-j1 >



Algebre de Iwahori-Hecke de type A
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Algebre de Iwahori-Hecke de type A

Qi 9ingi '-'33413.'3144
Rai@d = gu..ugna] 9185 = 3535 si li4jiva qeC”

J 3? =g+ (q-1) gi
¢« % () est un Guoden+ de CLBaJ
-cl'-'i : ﬂn(l)'&' CCs.]

e g0 =g+ (-1 y i=4,..., n-A




Algebre de Iwahori-Hecke de type A

Qi 9ingi '-'Si-usigiu
Rai@d = gu..ugna] 9185 = 3535 si li4jiva qeC”

J 3? =g+ (q-1) gi
¢« % () est un Guoden+ de CLBaJ
-cl'-'i : ﬂn(l)'&' CCs.]

e g0 =g+ (-1 y i=4,..., n-A

C = S‘Q.L(qﬂ C -SKQLQD Cc. --C "en(q:\ C&(nu(ol‘)c . .



Algebre de Iwahori-Hecke de type A

Qi 9ingi '-'Si-usigiu
Rai@d = gu..ugna] 9185 = 3535 si li4jiva qeC”

J 3? =g+ (q-1) gi
¢« % () est un Guoden+ de CLBaJ
-cl'-'i : ﬂn(l)'&' CCs.]

e g0 =g+ (-1 y i=4,..., n-A

C = S‘Q.L(qﬂ C -SKQLQD Cc. --C "en(q:\ C&(nu(ol‘)c . .

Théoreme ( Jones - Ocheonu 1987 )

Soit ze €. 3! application lineaire T: U Rlq) — €, telle que
e« T(l) =1L

e+ Tlob)= z(ba) V a,b € %n(qﬂ

« Tlagn)= Z T(Q) ¥ ae ﬂn(q)




Bn — s CLBn] > '&Qn(tp — C

i —> (o )17 —_— 31




Bn — s CLBn] > 's‘en(tp — C

i —> (o )17 —_— 3;

Soit o & Ba. Posons Play: = /\nq({_j)expi«)(_h“}(d) , ou
* 2= q*-2" +q'e

e N:= (26 Tl

. S &=Tst, exp (&)= X



Bn — s CLBn] > 's‘en(tp — C

i —> (o )17 —_— 3;
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Alors P: UBn — €C est un invoriont de noevds : HOMFLYPT
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Bn — s CLBn] > 's‘en(tp — C

i —> (o )17 —_— ai,

Soit o € Ba. Posons Play: = /\nq({_j)expi«)(_c"_n}(d) , ol

e 9:= cl“-z'*n»q,"z"

e N := (26 Tl

- 5 «=Te6y, exp (&)= X

Alors P:. UBn — € est vn invoriont de noeuds : HOMFLYPT

ny

Preuve

P(da8) = P(Bx) V 4,8 € Bn



B e C[.Bn] L’) '&en(q\ L, (]:

Soit o € Ba. Posons Play: = /\n-1<{_}')exlbi“)(’c°ﬂ3(o() , ol

* 2= q*-2" +q'e

e N:= (26 Tl

- 5 «=Te6y, exp (&)= X

Alors P: UBn — €C est un invoriont de noevds : HOMFLYPT

LY /¥

Preuve

Pl = Plasa) @ A (R earan = A (5)°
& T(mE) = ATy 2 Tlrla)
& L= N=z{;

ﬁp(a\H-.L

T () 9»\



Bn — s CLBn] > 's‘en(tp — C

i —> (o )17 —_— 3;

Soit o € Ba. Posons Play: = /\n-l<q)exlbw)(’c°ﬂ3(o() , ol

e 9:= cl“-z'*n»q,"z"

e N := (26 Tl

- 5 «=Te6y, exp (&)= X

Alors P: UBn — €C est un invoriont de noevds : HOMFLYPT

ny

Prevve

P(don) = P(a6it) e N (13 t T(m@gn) = A" ({3) ’C(Tr(otwg-ﬂ
& 5 TMIgn) = g T gn) +(g*-1) T(Wad)
& 92 TlTW) = gz TWE) + (g*1) T (7))
& 22 = Pz Qi -l

)e.xp () exp w)-4



Bn — s CLBn] > 's‘en(tp — C

i —> (o )17 —_— ai,

Soit o € Ba. Posons Play: = /\nq({_j)expi«)(_c"_n}(d) , ol

e 9:= cl“-z'*n»q,"z"

e N:= (26 Tl

e Si « ='ﬂ"6'~:i , €Xp (k)= Qi

Alors P: UBn — €C est un invoriont de noevds : HOMFLYPT

ny

Roue @ P(1) =4 poor L e By




Bn — s CLBn] > 's‘en(tp — C

i —> (o )17 —_— ai,

Soit o € Ba. Posons Play: = /\n-1<{_}')exlbi“)(’c°ﬂ3(o() , ol

e 9:= cl“-z'*n»q,"z"

e N:= (26 Tl

e Si « ='ﬂ"6'~:i , €Xp (k)= PN ¢

Alors P: UBn — €C est un invoriont de noevds : HOMFLYPT

ny

Roue @ P(1) =4 poor L e By

G S P(a) =1, est-ce que &NOO



On pevt ouvssi dédinir P diagrammotiquement

) P(Q) = 4

. 3 PUXY = g PCXY) = (d=-q9P (1])

ou P - = (cl }‘\-V 2 Relatien d’€écheveou



On pevt ouvssi dédinir P diagrammotiquement

° P(@) i

. 3 PUXY = g PCXY) = (d=-q9P (1])

ou L= (Cl ) b Relation d’€cheveau
Ex 3y P(COY- 3 P(CO) = (q-g0P( O O)
———— —
i L
=P(OO)=--..

() R (') Rk ‘*"’P(G/J)




L' algebre de Temperleg -Lieb

ny3 Gi := 14+9i+tGiv 4 5‘9“‘*9""9” 5;95+.9:
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L' algebre de Temperleg -Lieb

ny3 Gi := 14+9i+tGiv 4 5‘9“‘*9""9” 5;95+.9:
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= T =< Gt > principal




L' algebre de Temperleg -Lieb

ny3 Gi := 14+9i+tGiv 4 5‘9“‘*9""9” 5;35+.9:
TLa(qd:= @)/ T v T =<6 lasisn-2?

une Gi. = (Qa 91...90-1\i-L GL (9\91.“9»;3—“.0
= T =< Gt > principad

T passe au gquotient & T (Gs)=0



L' algebre de Temperleg -Lieb

ny3 Gi := 14+9i+tGiv 4 5‘9“‘*9""9” 5;35+.9:

TLa(qd:= @)/ T v T =<6 lasisn-2?

- ({-1)

Rque Gi = (g 59....3»;\;" Gi (gige..9n)
= T =< Gt > principal

T posse au quotient & T(Gi)=0 & 1+22 +22% 1+ 2 (q4(g-N2) =0
& (g+1)2% +(g12)2+1 = O

Z2=-L OV R = —~i
& =



L' algebre de Temperleg -Lieb

ny3 Gi := 14+9i+tGiv 4 5‘9“‘*9""9” 5;35+.9:

TLa(qd:= @)/ T v T =<6 lasisn-2?

- ({-1)

Rque Gi = (g 39....3»;\‘" Gi (gige..9n)
= T =< Gt > principal

T posse au quotient & T(Gi)=0 & 1+22 +22% 1+ 2 (q4(g-N2) =0
& (g+1)2% +(g12)2+1 = O

= 9+1
z2=-4 . P = Polgname de Jones



Grovpe de tresses affine (ou de type B)

Bwu G1,...,6n-L |TiGin6Ei = CinGiEi+| i=1,....n-2
n = 6 €io] = 6;6i si li-j|>L
600.|5-°6-| _—'6.‘,666],6-;



Grovpe de tresses affine (ou de type B)

ol G1,...,6n-L |TiGin6Ei = CinGiEi+| i=1,....n-2
Bn = 6 S§io; = 6;6i si li-j|>1
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Grovpe de tresses affine (ou de type B)

ol G1,...,6n-L |TiGin6Ei = CinGiEi+| i=1,....n-2
Bn = 6 S§io; = 6;6i si li-j|>1
6°6|5-g6'| _—'61666],6-;

Kl Kl LA



Grovpe de tresses affine (ou de type B)

11 61,...,6n-

o GiGin6i =Tin6i6i+4 i=l,...n-2
B,
Go

sic] = 6;6i si li-j|>1
€°6|5-g6'| = 6166616-0

REEESIE RIS

6o &t 6

LY

K

/ . .
MuQrip(Uco-H'on . cohcotenotion de clnasmmmes




Grovpe de tresses affine (ou de type B)

OiGin6i = CinGi6i+y i=l,...n-2
€ic;] = 6;6i si li-jI>L
G°6|6-66-| - 6165616-;

I IRl

69 6; i 6»

odd 61,...,6n-
Bn - 6;

/ . .
Mollripo.ico-ﬁon . cohcotenotion de clnosmmmes

616:6: = ('/>/‘ /1/’/
%




Théoreme ( Lexm‘oropoulou -1934")
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Théoreme ( Lam‘oropoulou -1934")

. ol ~
e S oe Bn , alors « est on entrelocs dans (e tore solide

e Les théoremes d' Alexonder et de Markov sent volobles dons ce cas

P—&

ExX.
n=1\
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. ol ~
e S oe Bn , alors « est on entrelocs dans (e tore solide
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Théoreme ( Lexm‘oropoulou -1934")

. ol ~
e S oe Bn , alors « est on entrelocs dans (e tore solide

e Les théoremes d' Alexonder et de Markov sent volobles dons ce cas

- J-@f)-@

ExX.
n=1\




Théoreme ( Lexm‘oropou‘ou -1934")

. ol ~
e S oe Bn , alors « est on entrelocs dans (e tore solide

e Les théoremes d' Alexonder et de Markov sent volobles dons ce cas

- J-@f)-@

n=9 P I m
\
L Y

ExX.
n=1\
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Théoreme ( Lcam‘oropou‘ou -1934")

. ol ~
e S oe Bn , alors « est on entrelocs dans (e tore solide

e Les théoremes d' Alexonder et de Markov sent volobles dons ce cas

- J-@f)-@

n=9 P I m
. \ = - >
L Y

L

ExX.
n=1\




N P2
Alaebres-c‘,uotients de CEB: ]

(L) Algebre de Twoheri- Hecke de type B

() Algebre de Hecke cyclotomigue

(3) Algebre de Hecke offine de wype A

(X}

lmage de oo sotisfait

vne relotion quadratigue

lmage de oo sotisfait

vne relotion d' ordre m7,2

lmage. de o ne sotisdait

pos de relotion 4d' ordre



N P2
Alaebres-c‘,uotients de CEB: ]

(L) Algebre de Twoheri- Hecke de type B lmage de oo sotisfait

vne relotion quadratigue

(2) Algebre de Hecke cyclotomique Imoge de oo sotisdoit

vne relotion d' ordre m7,2

(3) Algebre de Hecke offine de type A : lmoge de o he sotishait

(X}

pos de relotion 4d' ordre

(1) Troce por Geck - Lambropouslou (139%) &.—.7 Invarionts de neeuds
(2 & (3) Troce par Lambropovlon (1899) dons le tore solide



Gravpe de tresses o poids

Soit d € Zso

(Z/AZ) l Br\ = St,...,6n-1,%4,..,%tn
n
(Z/47Z) % Bn

ou Sy = (v, i:]%} € Sn

o Comme oavont

d .
t; =L J=L...n
t =-l:_‘.ti ¢j=L..n
'L'.j 67 = 6i tsi(



Gravpe de tresses o poids

Soit d € Zso

6"..-/6”", {l,..ytﬂ

(Z/AZ).L Br =
I

(Z/47Z) % Bn
ou Sy = (v, L+Q3 € Sn
&‘ Q,b € {01110-'ld’1}>h=2
o b o
b
5 b = 1.tz oL = \

. £ 4s o) = K(I
/\ 2

o Comme oavont
d .

t; =L J=L...n
tot) =4t

'L'.j 6 = 61 'Es;(d\

i,‘]-'{....,n

b o b



Gravpe de tresses o poids

Soit d € Zso

1 o Comme ovant
d :
t; =L J=L...n
(Z/AZ) L Bn = € 60 y6n,tite | £id) =40 Gjztwn
"

(Z/472) xBn t) 61 = 6i tsi

ou Sy = (v, i:]%} € Sn

Ex. a,be f{o,1,...,d-1}, h=2

o b o b Ot E
5 ts = S tren = \/\ ti4e ) = (I

. /7 - M
MuQrip(h'co«on . Ccohncotenotion de dnasmrnmes

o+tb’ b+a’
Ex. 1'|:a. 0';) ('l::.‘t!) = t. te 61



Tout élement de (2/42)1 Bn produit un hoeud ov un entrebac o poids

EB o,b € iO,l,...,d-l} , h=2

o b
-t:t:a'uz(\/> AT me
\
o b
£ 4 6% = <> D d@b



Tout élement de (2/42)1 Bn produit un hoeud ov un entrebac o poids

EB o,b € iO,l,...,d-l} , h=2

o b
L -l::. Sy :(\/> SEATEN Qowb
\
o b
£ te 6 = <\> AN u@b

S {\ /\ /\
3 tite6r ~ 4, G ) ":’.!.'\'.9.0'0 A 'klO'n

(n

d
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