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Un noeud (resp. un entrelo.c) est un plongement du circle gt

(resp. n coples de S') dans U espoce euclidien R*.

Toot heoevd ou entreloc peut etre représen+e' por un diagremme :

&y &



Deux noeuvds (ov entrelacs) sont équivabenJcS s' il existe une isOtopie

OO ~ O

entie euX.



Deux noeuvds (ov entrelacs) sont équivabenJcs s' il existe une isOtopie

entie euX.

Q. Quond est-ce que 2 diagrammes rePrésent-em- le méme hoeud ?
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e Vandermonde (1735 -1396) -
Tmpor-ecmce des noeuds

e« Gouss (1797 -1855) -
Liste de 13 nhoeuds

Enlacement

o lord Kelvin (1894 -1807) :
"The otoms are Kknots in the oether”

» Tait (1839-190L) :
Tobleau des noeuds ovec au plos 10 croisementS - 20 ons de trovail !

 Avjourd” hui , plus que 6.000.000.000 noeuds et entrelacs sont

connus.



Applications de lo théeorie des noeuds
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Applications de lo théeorie des noeuds
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Applications de lo théeorie des noeuds

3) Poigméres

Topological Analysis of Linear Polymer Melts

Christos Tzoumanekas* and Doros N. Theodorout
Department of Materials Science and Engineering, School of Chemical Engineering,
National Technical University of Athens, Zografou Campus, 15780 Athens, Greece and
Dutch Polymer Institute (DPI), The Netherlands
(Dated: 21st September 2005)

We introduce an algorithm for the reduction of computer generated atomistic polymer samples to
networks of primitive paths. By examining network ensembles of Polyethylene and cis-1,4 Polybu-
tadiene melts, we quantify the underlying topologies through the radial distribution function of
entanglements and the distribution of the number of monomers between entanglements. A suitable
scaling of acquired data leads to a unifying microscopic topological description of both melts.




Applications de lo théeorie des noeuds

1) Méccmique statistique (e.g., Modéle de Potts)

5) Circuits électriques

6) Ordinateurs quantiques



Theoréme (Reidemeis+er 1335) : Deux noeuds Ki,Ke sont équivalents

si et seulement st le diaggamme de Ke pevt &tre obtenu du

R X

diogromme de Ki viaw un nombre dini de movvements suivants :

IFHJ ]I.:QH X

AN A
P - >\<-—><
7 N\

51 Ki,Ke sont éguivalents , nous écrivons Kin Ke.



d = ensemble des noevds ou entrelocs

S = un ensemble

Un invariont de noewds est une fonction I: L —S zelle goe
Wi ~khe — T (W) =T (Ke)

poor Ki, Ke € L



d = ensemble des noevds ou entrelocs

S = un ensemble

Un invariont de noewds est une fonction I: L —S zelle goe
Wi ~khe — T (W) =T (Ke)

poor Ku,Kzei , 1.e.,

TCK) 2 T(Ke) = Wi Ke



Tricolorabilit€ (s=1V , F 3 )

Un noeud est tricolorable si tout Segment de son diagramme
peut E€tre coloré par une covleur parmi 3 , sous les conditions

suivontes
e ou moins 2 covleurs doivent etre utilisées,

« O chaqoe Croisement , les 3 segments qui se rencontrent oNt
soit le méme couleur soit les 3 couleurs diPPérentes.

L= I E)

tricoloroble (V) non - tricolorable (F)



Jo. tricolorabilite’ est un invariant de noeuds , porce qu' elle est

resPectée por les moovements de Reidemeister.
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Jo. tricolorabilite’ est un invariant de noeuds , porce qu' elle est

reSPectée por les moovements de Reidemeister.
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Exemple :







Invariants polynomioux ( 5= arLxi, X, ..., w1

» Polyndme de Alexonder (1927)
» Polynome de Alev(ander-Conwaﬂ (1969)

& » O

« Polynome de Jones (1984)

& * &

e Polyndme de HOMFLY-PT
( Hoste- Ccneanu - Millet - Freyd - Lickorish - Vetter , 1985 /
Przytycki - Traczyk , 198%)



Groope de tresses

Bn ‘:’< 61,...,6n- |6’66'§-n6'i = 66+ i=1,....n-2 >

sic] = 6;6i i? li-j|>1
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Groope de tresses
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Groope de tresses

Bn = 61,...,6n-L |TiGin6Ei = CinGiEi+) i=1,....n-2 >
sic] = 6;6i i? li-j|>1
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Tout elemen: de Ba proclmi: un noeud oV un entrebac -

= . /o\( = cloture de &
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Théoreme d’ Alexonder (1993)

Toot hoeod ou entreloc pevt éire obtenu comme lo cldoture d° une

tresse o € U Bn

n\



Théoreme d’ Alexonder (1993)

Toot hoeod ou entreloc pevt éire obtenu comme lo cldoture d° une

tresse o € U Bn

n\

Dé®inissons une relotion &’ éqoivo(lence sur ,,';{B"
comme lo. cldture tronsitive des relotons -
(VY a8 ~ 8 , %8 ¢ Bn (conjusuison\

i) o ~ o\o':"', a € Bn ( mouvement de Markov )



Théoreme d’ Alexonder (1993)

Toot hoeod ou entreloc pevt éire obtenu comme lo cldoture d° une

tresse o € U Bn

n\

Dé®inissons une relotion &’ équivo(lence sur L) Bn

no»”wl
comme lo. cldture tronsitive des relatons -
(N a8 ~ 8a , Ad,8 ¢ Bn (Con\jugo,i.sQn\

i) o ~ o\cr:"', a € Bn ( mouvement de Markov )

Théoreme de Markov (1935)

Fal . .
Nous avohs o ~8 si et seulement si o&~8.

—
.




Algebre de Iwahori-Hecke de type A

*®

qe C

GiGi+1Gi =G GiGin
Ratg) = Gi..... Graa| GG = GjGi  if li-jl>L
)G = (3-L)Gi +q,
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Algebre de Iwahori-Hecke de type A
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Algebre de Iwahori-Hecke de type A

*®

qe C

GiGi+1Gi =G GiGin
Ratg) = Gi..... Graa| GG = GjGi  if li-jl>L
)G = (3-L)Gi +q,

« $n () est un quoden+ de CLBal
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« #.(q) est vn C-module Libre de rang nl = |Sn]
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Algebre de Iwahori-Hecke de type A

*®

qe C

GiGi+1Gi =G GiGin
Ratg) = Gi..... Graa| GG = GjGi  if li-jl>L
)G = (3-L)Gi +q,

« $n () est un quoden+ de CLBal

e gq=1 " M) =2 CCsA)

« #.(q) est vn C-module Libre de rang nl = |Sn]
« Gi = q‘*C—:i + (cl"-dﬂ Vi=\,...,h-t

C = g‘(&(q’\ - -3(9.((\3 C. C‘%n(q‘\ CS(M»&(OL-)C <.



Théoreme ( Jones - Ocheonu 198%)
Soit g & C . Il existe une unique applicasion Unéaire T = (Tndnen,
Tn. "(nlq3 — C ) telle que

e .Cn(‘) =A.
e Tlob) =1t (ba) V a,b € '}er\(q)

° tn(QCDn-.I.)': S‘Cn-l(&j v Q e ﬂn-t(q')




Théoreme ( Jones - Ocheonu 198%)
Soit g & C . Il existe une unique applicasion Unéaire T = (Tndnen,
Tn. "(nqu — C ) telle que

e .Cn(‘) :L
e Tlob) =1t (ba) V a,b € '}er\(q)

° tn(QCDn-.I.)': -S-Cn-.l(Qj v Q e ﬂn-t(q')

Bn <« CLBG-_‘ s 24 "‘Qn(tl) L’ C
o. — o) —_ G




Po.gnﬁme de HOMFLYPT (normolisation de lo trace ¢ )
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Po.gn'c}me de HOMFLYPT (normolisation de lo trace ¢ )

T#F0, J #9-1

Lt
e Bn R = ﬂ'c-; exp(a) 1= or;

Eg- o= Gicecy € B explad=-1
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Po.gn'c}me de HOMFLYPT (normolisation de lo trace ¢ )

T#F0, J #9-1

Lo
« e Bn o(:]TG’; exp(a) 1= Ir;
Eg- o= Gicecy € B explad=-1

Nous avens exp(a8) = exp(Ba) ¥V a,& ¢ Bn

n-l exp (o)

Pl := D ) . Tla)



Po.gn'c}me de HOMFLYPT (normolisation de lo trace ¢ )

T#F0, J #9-1

Lo
« e Bn o(:]TG’; exp(a) 1= Ir;
Eg- o= Gicecy € B explad=-1

Nous avens exp(a8) = exp(Ba) ¥V a,& ¢ Bn

n-l exp (o)

) . Tla)

I

P () : D

n expla)+i

P(a)d Plasn) = Dnd.‘j\e*“ﬂt(oﬂ = D 1

=7 |ID= 1/37%

T (0(6'03_

S-';;(o(\



-1 _ +(1-q)'
Plaen) = P(O‘Gn\ = ... = 3\_635%,

. _ o
en utilisont que 5..‘ = oL‘g.. +(g*-1Y.



Plasn)= P lasa') = ... = A =¢ '5-1-5(:1;@

en utilisont que 5;‘ = g*gn + (q"-i\.

expla)

P(x) = P = D™ .97 . @) V¥ acB.

P.1d —= € est+ un invoriant de neoeuvds

HOMFLYPT (ou poign&me de Jones d 2 variables )




Gravpe de tresses o poids

Soit d € Zso

(Z/AZ) l Br\ = GSt,...,6n-1,%4,..,%tn
N
(Z/47Z) % Bn

ou Sy = (v, i:]%} € Sn

o Comme oavont

d .
t; =L J=L...n
t =-l:_‘.ti ¢j=L..n
'L'.j 61 = 6i tsi(



Gravpe de tresses o poids

Soit d € Zso

6"..-/6”", {l,..ytﬂ

(Z/AZ).L Br =
I

(Z/47Z) nBn
ou Sy = (v, L+Q3 € Sn
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d .
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i,‘]-'{....,n



Gravpe de tresses o poids

Soit d € Zso

1 o Comme oavant
d :
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(Z/AZ) L Bn = € 60 y6n,tite | £id) =4t Gjztwn
I
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Tout élement de (2/42)1 Bn produit un hoeud ov un entrebac o poids

ES o, b ¢ io,l d-l} >, h=%2

'l'.a. ‘l:zﬁ'l. = \) QQ+b
'|:n.'l9. O'\ = Qb



Tout élement de (2/42)1 Bn produit un hoeud ov un entrebac o poids

EB o,be ton,. . 8-1}, n=2

12 -l:z 6L = \) Qowb
'|:n. ’ki O'! = Qb

/\/\/\/\

d=3: +tite61 ~ 40 , titeat 7‘-‘-’:.0‘.



Tout élement de (2/42)1 Bn produit un hoeud ov un entrebac o poids

EB o,b € iO,l,...,d-l} , h=2

-l-... -l:z SL = \) chb

@ e}

/\/\/\/\

d=3: +tite61 ~ 40 , titeat 7‘-‘-’::0‘.

fn

Théoreme d Alexander : evident
Théoreme de Markov Ko - Smolinsky 1332



Algebre de Yokonoma - Hecke de type A

R

qu

gigi«gi =g QiQin, giqj = qiqi i# li-jl >

-l d
\/d,ntq)-_.' A ’9" tj = 4 , tit) :-l:j-l:i ) tjgu = gkts;(j)
{C’.-o)tl\

3’(: (g-1)eiqgi + g,

d-\

-~ S A-S
ol €, = %. 2 titist €St un idempoJcent-.
=0
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Algebre de Yokonoma - Hecke de type A

R

qu

gigi«gi =g QiQin, giqj = qiqi i# li-jl >
\/J,ntq)-_.' Q45 agn Jc}' = A , i) =4yt g = gitsig)

{C’.-o)tl\
e
9i= (g-1)eigi + g,
¢! s d-s
ou €i:= % D it eston idempotent.
S=0

e Yd,n (g) est un quoHent de CL(z/dZ)LBn]



Algebre de Yokonoma - Hecke de type A

gigi«gi =g QiQin, giqj = qiqi i# li-jl >
\/J,ntq)-_.' Q45 agn Jc}' = A , i) =4yt g = gitsig)

3’(: (g-1)eiqgi + g,

d-\

-~ S A-S
ol €, = %. 2 titist €St un idempoJcent-.
=0

v

e Yd,n (g) est un guoHent+ de CC(z/dZ)1LBn]
° g =1 : Yan(l) 2 CLGWd,,nN] , ou Ged \,n) = (7/d7Z) 15w



Algebre de Yokonoma - Hecke de type A
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Algebre de Yokonoma - Hecke de type A

ge T
gigi«gi =g QiQin, giqj = qiqi i# li-jl >
Yd,niq) = i””"?:'l £ = L Lbi) =t g = gutsig)
Vyeeostn
9’3‘: (g-1)eiqgi + g,
d-\
ou €i:= %. szotf 'I:Ai:? est on idempo-ben{-.

Yd.n(g) est un quokent de CL(z/dZ)LBn]

c g =1 : Yan) 2 CLGALMT , ou G = (Z/dZ) 15w
« d =1 Yine) 2 %.Lq)

. ‘Kn(op est un quotient de Yd,n (cﬂ ( tj — 1)

« Yd.n(g) est un C-module libre de rang d"n! = 16,10



Algebre de Yokonoma - Hecke de type A

gigi«gi =g QiQin, giqj = qiqi i# li-jl >

-l d
\/d,ntq)-_.' A ’9" tj = 4 , tit) :-l:j-l:i ) tjgu = gkts;(j)

3’(: (g-1)eiqgi + g,

d-\

-~ S A-S

ol €, = %. 2 titisr €St un idempoJcent-.
=0

v

* Ydin(g) est un guoHent+ de CL(z/dZ)LBn]

c g =1 : Yan) 2 CLGALMT , ou G = (Z/dZ) 15w
e« d =1 : Yl,n(q) = 'Kn(c.]D

. ‘Kn(op est un quotient de Yd,n (cﬂ ( tj — 1)

« Yd.n(g) est un C-module libre de rang d"n!' = 16G(d,L1n)]

° g.': = q"g.’. + (Cl.d-l)ei Vi=\,...,n-A






C = Ydo(g) CVYaulg) C- - CVYancg) C Yannu (@) C - - -

Théoreme (Tuyumaya 20047
) d .
Soit 2 € C et (xo,%,..,%a1)e C ovec %.=1. Il existe une

unique applicasion Qinéaire <r= (tra)nen . trn: Yd,n (g)y—C, telle que

atr. () =1L
e ttm(ob) = trn (ba) V o,be Yd,n (OD

ctfa (o gni) = trala) ¥ ae Yan-1(9)
« trnatn )z Xmtralo) V¥ ae \/a.n-a(cp



C = Ydo(g) CVYaulg) C- - CVYancg) C Yannu (@) C - - -

Théoreme (Tuyumaya 20047
) d .
Soit 2 € C et (xo,%,..,%a1)e C ovec %.=1. Il existe une

unique applicasion Qinéaire <r= (tra)nen . trn: Yd,n (g)y—C, telle que

e4r. (1) =1L

e tln (D.b) =tm (b&)
« tfa (o gn-s) =2 trala)
e« t¥a (Q t:‘ ) = Xm tla-s lO\

V oab [ \/J,ﬂ (q3
Y oe \/a.n-a(cp
¥ ae \/a.n-a(cp

(2/4Z)1Bns CL(Z/dZ)1Bn] —> Yi,n Q) X, C
a. — Y
-|;J‘ —

oy
Y




Invoriont de Juyumayoa.- Lam bropculou (hormalisation de la trace +r)

2#0, 2 # (cl-l)&

d-

E:= tr(ed) = %;. Xsxd-s ¥ i=l,..,n-L  Qvec Xd=Xe=i

-



Invoriont de Juyumayoa.- Lam bropculou (hormalisation de la trace +r)
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exp (=)

M) = A" w C4ria) . & e Bn



Invoriont de Juyumayoa.- Lam bropculou (hormalisation de la trace +r)

2#0, 2 # (cl-l)&

d-1
E: = trie) = % X XsXd-s ¥ i=l,..,h-L  Qvec Xd=Xe=1

exp (=)

M) = A" w C4ria) . & e Bn

Fa) = Clasn) = A= L/wz



Invoriont de Juyumayoa.- Lam bropculou (hormalisation de la trace +r)

2#0, 2 # (cl-ﬂﬁ

d-1
E: = trie) = %;; XsXd-s ¥ i=l,...,h-1  Qvec Xd=Xe=1i
neL exp(d\
M = A " w Ctrea) , o e Bn
Fa) = Clasn) = A= L/wz
Masn) = P(ﬁﬁ':) == W =



Invoriont de Juyumayoa.- Lam bropculou (hormalisation de la trace +r)

2#0, 2 # (cl-l)&

d-1
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- exp (o)
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I (a) M (dsn) = D 1/ wz

I (a6n) C(asn) =

n
1

Rappellons gue 8}]‘ = 9'gn + lq,"-ﬂen



Invoriont de Juyumayoa.- Lam bropculou (hormalisation de la trace +r)

2#0, 2 # (cl-QE

d-1

E: = trie)) = %’s; Xs Xd-s V i=1,...,h-L
nel expl.o!\
F() = A w . trea) , o e Bn

I (a) M (dsn) = D 1/ wz

I (a6n) C(asn) =

n
1

Rappellons gue 8}]‘ = 9'gn + lq,"-ﬂen

trioen) =tr(o)-tr(en) V¥ o € Vd.n(q) =

oavec Ad =Xe=1

Sys+éme d’ équom'ons
pour (xe, X1, ..., Xd-1)

“E - SSStéme”



E -sysieme Solutions por P. Gérardin 3+ = .?.a-.l.

Solutions du E-systeme «——> Sous - ensembles non-vides de 7Z/dZ

XS=(X0,X1,...,XJ-L) «— S
n
i



E -sysieme Solutions por P. Gérardin 3+ = .?.a-.l.

Solutions du E-systeme «——> Sous - ensembles non-vides de 7Z/dZ

X$=(X|o, Xa,...,qu-;) «— S
)
i

e = 1.
15|



E -sysieme Solutions por P. Gérardin 3+ = 28-.!.

Solutions du E-systeme «——> Sous - ensembles non-vides de 7Z/dZ

XS‘-'(X.o,Xa,...,XJ-L) «— S
i
£ = L - = \] 2 +(1-Q)E




E -sysieme Solutions por P. Gérardin 3+ = 28-1.

Solutions du E-systeme «——> Sous - ensembles non-vides de 7Z/dZ

Xs:(x‘o,xa,...,xa-ﬂ «— S
i
£ = L - = \] 2 +(1-Q)E
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Proposition (C.- Chmutov - Joblon - Juyomaya - Karveonis - Lombropouloy  2015)

On a R
P(:() = I l:(\ V « ¢ Bn tel que ™ = noeud




