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M2 Algebre Appliquée Semestre 1. Période 1

Courbes algébriques - TD 1

1. Soient k un corps et (a1, ...,a,) € A?. Montrez que
(a) k[X1,...,X,] n’est pas un anneau principal pour n > 2;
(b) (X1 —ai,..., X, — ap) est un idéal maximal de k[X7,..., X,].

2. Soient k un corps infiniet F' € k[X1,..., X,]. SiF(ai,...,a,) = 0pour tout (a1,...,a,) € A},
alors ' = 0. Montrez que cela n’est pas vrai si k est un corps fini.

3. Montrez que les sous-ensembles algébriques affines propres de A,lg sont finis.

4. Montrez que :

(a) Si {Io} est une collection d’idéaux de k[X1,...,X,], alors (), V(la) = V(U, o) =
V (>, Ia); donc l'intersection d’ensembles algébriques affines est un ensemble algébrique
affine.

(b) SiI,J sont deux idéaux de k[X1,...,X,], alors V(I)UV(J)=V(INJ)=V{FG|F €
I,G € J}) = V(1J); donc 'union finie d’ensembles algébriques affines est un ensemble
algébrique affine.

(c) Tout sous-ensemble fini de A} est un ensemble algébrique affine.
(d) Sik est un corps fini, alors tout sous-ensemble de A} est un ensemble algébrique affine.

(e) Trouvez un exemple d’une union dénombrable d’ensembles algébriques affines qui n’est
pas un ensemble algébrique affine.

5. Montrez que les ensembles suivants sont des ensembles algébriques affines :
(a) {(t,12) € A |t € k};

(b) {(t. %) e A} |t € k};

un cercle dans R?;

{(cos(t),sin(t)) € Af |t € R}:;

{(t,1/t) € A% |t € C*};

{(t—1,t*—1) € AL|t € C}.
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6. Soient k£ un corps, F' € k[X,Y] un polynéme de degré n > 1 et L une droite dans A%. Si
C:=V(F)et L ZC,alors |[LNC|<n. (Indication : Supposez que L = V(Y —aX —b), et
considérez F(X,aX +b) € k[X].)

7. Montrez que les ensembles suivants ne sont pas des ensembles algébriques affines :
(a) {(t,sin(t)) € A2 |t € R};

(b) {(cos(t),sin(t),t) € A§ |t € R};

(c) {(t.¢") € AZ|t e Ch

(d) {(z,w) € AZ]||z]? + |w|> = 1}, o |z + iy|* = 2 + y? pour tous z,y € R.
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Soient k un corps algébriquement clos et F' € k[X7,...,X,] un polynéme de degré positif.
Montrez que A} \ V(F') est infini si n > 1, et V(F') est infini si n > 2. En déduire que le
complément de tout sous-ensemble algébrique affine propre de A} est infini.

Si k est un corps infini, montrez que A} est irréductible.

Déterminez si les ensembles algébriques affines suivants sont irréductibles. Sinon, décomposez
les en facteurs irréductibles :

(a) {(a,b)} C AZ;

(b) {(a,b), (c,d)} € AZ;
(c) V(Y - X) C AZ;
(d) V(Y? - X?) C Ag;
(e) V(Y2 + X) C AL



