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Courbes algébriques - TD 3

1. Dans les cas suivants, calculer I'intersection du sous-espace projectif p(V) C P? avec j(A2)
et avec la droite a l'infini :

(@) V={(z,y,2) |z +y+Az=0}, A€ k;

)
(C)V:{(m,y,z)]:c:y,z:O};
d) V=A{(z,y,2) |z =y= Az}, \e k* .

2. Montrer que :
(a) si Iy, I sont des idéaux homogenes de k[ Xy, ..., X, ]| avec Iy C Iy, alors Zp(I2) C Zp(I1);
(b) si Vi C Vo CP", alors Ip(Va) C Ip(Vh);
(c) si V est une partie algébrique de P, alors Zp(Ip(V)) =V;
(d
(e

3. Si F est un polynéme homogene dans k[X,..., X, 1], on pose Fy := F(X1,...,X,,1) €
k[ X1,...,Xy,]. Sif est un polynoéme dans k[X,...,X,] de degré d, on dénote par f* le
polynéme homogene Xgﬂf(Xl/XnH, ooy Xn/Xnt1) dans k[ X1, ..., Xp41]. Ona:

(a) (FG). = FiGy

I'intersection d’une famille de parties algébriques de P™ est une partie algébrique de P”;
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I'union de deux parties algébriques de P est une partie algébrique de P™.

(b) si F'# 0 et r est la plus grande puissance de X, ;1 qui divise F', alors X | (F,)* = F;
(F'+G)s = Fu + Gy
(fo) = rf"g
() =1
Xy (f+9) = X0 f*+ X597, ot r = deg(g), s = deg(f) et t =7 + s — deg(f +g).
4. Soit V une partie algébriquede A", I = I(V) C k[X1,...,Xy]. Soit I* I'idéal de k[ X1, ..., X} 1]
engendré par {f*| f € I}. On définit V* := Z(I*) C P".
De l'autre coté, soit V' une partie algébrique de P", I = I(V) C k[X1,..., Xnt1]. Soit L,
I'idéal de k[X1,...,X,] engendré par {F, | F € I}. On définit V. := Z(1,) C A",
On note Hy, := Z(Xp41) et Upy1 = P\ Heo.
(a) SiV C A" alors jpo11(V)=V*NU,41 et (V) =V.

)
(¢)
(d)
()
(f)

@
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Si V= U;V; est la décomposition de V en composantes irréductibles dans A", alors

V* = U; V" est la décomposition de V* en composantes irréductibles dans P".

(g) Si 0 ; \% ; A" alors V* n’a pas de composante qui contient ou est inclue dans H,

(h) SiV C P™ et V n’a pas de composante qui contient ou est inclue dans Hy, alors Vi ; A"
et (Vi)*="V.

(i) Si V est irréductible dans P" et Hoo C V, alors V =P" ou V = Hy. Si V =P" | alors

Vie=A" SiV = H, alors V, = 0.



5. Soit F' un polynéme irréductible dans k[X1,...,X,]. Soit V.= Z(F) et I = I(V) = (F).
Montrer que I'* = (F™).

6. Soit V = Z(Y — X2, Z — X3) C A3. Montrer que :
(a) I(V) = (Y — X%, Z — X3);
(b) ZW — XY € I(V)* C k[X,Y, Z,W];
(c) ZW — XY ¢ (Y — X2)*,(Z — X3)").
En déduire que I(V) = (Fy,..., F) # (V)" = (F}, ..., F}).

7. Décrire les sous-variétés de PL.



