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Courbes algébriques - TD 5

1. En utilisant ce que vous connaissez sur les variétés affines, montrer que les parties algébriques
de P2 suivantes sont irréductibles et calculer leur dimension:

P2, Z(X − Y ), Z(X2 − Y Z), H∞, un point dans P2.

2. Soit ϕ : A2 → A4, (x, y) 7→ (x2, x2y, xy2, y2). Montrer que ϕ est un morphisme birationnel
entre A2 et Im(ϕ), mais pas un isomorphisme.

3. Déterminer O(U) pour U = D(X2 − Y 2) ⊂ P1.

4. Montrer que l’application ϕ : Z(Y 2Z −X3)→ P1, (x : y : z) 7→ (x2 : y2) est une application
régulière (un morphisme de variétés projectives).

5. Soit ϕ : P2 → P1, (x : y : z) 7→ (x : y) et ϕ̄ := ϕ|D(X−Y ).

(a) Montrer que ϕ̄ est une application régulière.

(b) Trouver l’image de ϕ̄.

(c) Montrer que ϕ n’est pas une application régulière.

(d) Montrer que ϕ est une application rationnelle.

(e) Est-ce que ϕ est dominante ?

6. Trouver les points réguliers et les points singuliers des variétés algébriques projectives suiv-
antes.

(a) V = Z(X2 + Y 2 − 1) ⊂ A2 ;

(b) V = Z(X3 − Y 2) ⊂ A2 ;

(c) V = Z(Y 2) ⊂ A2 ;

(d) V = Z(X − Y Z, Y 2 −XZ,Z2 − Y ) ⊂ A3 ;

(e) V = {(t, t2, t3) | t ∈ k} ⊂ A3.

7. Trouver les points réguliers et les points singuliers des variétés algébriques affines suivantes.

(a) V = Z(X2 + Y 2 − Z2) ⊂ P2 ;

(b) V = Z(X3 − Y 2Z) ⊂ P2.

8. Etudier la lissité de Z(Y 2 −X(X − 1)(X − λ)) ⊂ A2 suivant λ ∈ k.

9. Soient V = Z(X2 − Y 3, Y 2 − Z3) ⊂ Ak et P = (0, 0, 0) ∈ V . Calculer dimk(mP /m
2
P ).

1


